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Tekoči kristali so običajno organske snovi, ki imajo poleg trdne, tekoče in plinaste
faze še eno ali več mezofaz, za katere je značilen orientacijski in lahko tudi
pozicijski red molekul. V magistrskem delu z uporabo numeričnega modeliranja
obravnavamo tok nematskega tekočega kristala skozi mikrofluidne kanale različnih
geometrijskih presekov, katerih površine vsiljujejo planarno ali pa homeotropno
sidranje. Modeliranje temelji na Beris-Edwardsovem modelu nematodinamike,
ki ga rešimo s hibridno mrežno Boltzmannovo metodo. Metoda je sestavljena iz
časovne propagacije in trkov porazdelitvenih funkcij, kar ustreza Navier-Stokesovi
dinamiki, in relaksacije direktorja z metodo končnih diferenc. Izračunamo
hitrostno polje nematskega toka v mikro-kanalih različnih oblik s planarnim
sidranjem na površinah in pojasnimo njegov vpliv na direktor. Opazimo, da
se hitrostno polje skalira linearno s telesno silo, direktorsko polje pa se skalira
linearno le pri majhnih kotih. Izračunamo tudi hitrostni profil v mikro-kanalu s
homeotropnim sidranjem, kjer direktor pobegne v tretjo dimenzijo. Opazimo,
da se pobeg zgodi vedno v smeri toka. Zaradi spremenljive orientacije direktorja
v pobegli strukturi je efektivna viskoznost v mikro-kanalu odvisna od kraja, kar
vpliva na tokovni profil.
Predmetne oznake: nematski tekoči kristal, mikrofluidika, mrežna Boltz-
mannova metoda, povratni tok




Liquid crystals are usually organic materials with additional mesophases that
are characterised by orientational and possibly also positional order of molecules.
This master thesis explores the flow of nematic liquid crystal in microfluidic
channels of different geometrical cross-sections with planar and homeotropic
anchoring on the surfaces. The numerical modelling is performed using hybride
lattice Boltzmann method based on the Beris-Edwards model of nematodynamics.
Method consists of propagation and collisions of the distribution functions to
simulate Navier-Stokes dynamics, and relaxation with finite difference method
to simulate the evolution of nematic orientational order. We calculate velocity
field of the nematic flow in microchannels of various cross-sections with planar
anchoring and explain the backflow effect on the director field. Interestingly, we
observe that the velocity field scales linearly with the body force, as the director
scales linearly only at low and medium body forces. We calculate velocity profile
in microchannel with homeotropic anchoring, where the director escapes in the
third dimension. The escape always emerges in the direction of the flow. Because
of the direction variations, the effective viscosity of the nematic is spatially
depending, causing complex profiles on the material flow.
Keywords: nematic liquid crystal, microfluidics, lattice Boltzmann method,
backflow.
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Tekoči kristali so običajno organske snovi, ki imajo poleg trdne, tekoče in plinaste faze še
eno ali več mezofaz, za katere je značilen orientacijski, lahko pa tudi pozicijski red molekul
[1–4]. Molekule tekočega kristala so anizotropne oblike, ki spominja na palčke ali diske,
zato se lahko spontano orientacijsko in tudi pozicijsko urejajo. Orientacijski red v tekočih
kristalih opišemo s povprečno orientacijo molekul, ki ji pravimo direktor n, in stopnjo reda
S. Stopnja urejenosti molekul tekočega kristala je odvisna od temperature (termotropni
tekoči kristal) ali koncentracije molekul (liotropni tekoči kristal) [1, 2, 4–6]. Red dolgega
dosega, ki je prisoten na mikroskopskem nivoju, povzroči anizotropne makroskopske
lastnosti tekočih kristalov, kot so dvolomnost in efektivno anizotropna viskoznost. Obstaja
več vrst mezofaz, ki se ločijo glede na stopnjo reda: v nematski mezofazi so molekule
urejene orientacijsko, v smektični pa tudi pozicijsko.
Prosta energija nematskega tekočega kristala je odvisna od krajevnega spreminjanja
direktorja, temperature in dielektrične interakcije molekul z zunanjimi elektromagnetnimi
polji. Tekoči kristali se efektivno obnašajo kot elastična snov [7], deformacijo direktorja
pa lahko razstavimo na tri osnovne deformacijske načine, to so pahljača, zvoj in upogib
[1, 2, 8]. Orientacijo direktorja lahko v tekočih kristalih vsiljujemo s pomočjo zunanjih polj
in posebno obdelavo površin, ki jih ograjujejo [9–12]. Kot posledica frustracije orientacije
molekul se lahko pojavijo področja - na primer črte, točke ali zanke - kjer se povprečna
orientacija molekul zlomi oziroma je nedefinirana. Tem področjem z zmanjšano stopnjo
reda pravimo defekti. V treh dimenzijah se pojavljajo točkasti in linijski defekti [13], pri
določenih pogojih pa lahko direktor v linijskem defektu tudi pobegne vzdolž defektne linije
[13, 14].
Tekoči kristali so močno anizotropne tekočine, njihova hidrodinamika pa je drugačna
kot v izotropnih tekočinah. V tekočih kristalih je orientacijski red molekul sklopljen
z njihovim translacijskim gibanjem, zato imajo efektivno anizotropno viskoznost [1].
Zaradi te sklopitve tok tekočine vpliva na deformacijo direktorja in obratno, spreminjanje
direktorskega polja (z zunanjimi polji) lahko v nematiku požene tok - temu pojavu pravimo
povratni tok [1, 2, 15–17]. Hitrostno polje v tekočih kristalih opišemo z Navier-Stokesovo
enačbo [1, 2, 18, 19], vendar jo je potrebno posplošiti z dodatnim napetostnim tenzorjem,
saj je tudi direktor n hidrodinamska spremenljivka [1, 2, 15]. Nematodinamiko s tenzorskim
ureditvenim parametrom obravnavata Beris-Edwardsov [20] in Qian-Shengov model, ki
vključujeta nematsko stopnjo reda in sta dobra za opis defektov. V režimu konstantne
stopnje reda S se oba reducirata v Ericksen-Leslie-Parodijeve enačbe [1].
Hidrodinamske enačbe, ki jih dobimo iz Beris-Edwardsovega modela, so komplicirane, zato
jih tipično ne moremo reševati analitično. Dinamiko tekočih kristalov bomo simulirali s
hibridno mrežno Boltzmannovo metodo [16], ki je sestavljena iz dveh delov. V prvem delu
z mrežno Boltzmannovo metodo simuliramo Navier-Stokesovo dinamiko toka tekočine, v
drugem delu pa relaksiramo tenzorski ureditveni parameter s pomočjo metode končnih
diferenc. Mrežna Boltzmannova metoda [21] se je razvila na podlagi celičnih avtomatov
za mrežni plin in deluje tako, da po diskretni mreži propagiramo zvezne porazdelitvene
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funkcije. V primeru, da dve porazdelitveni funkciji trčita v isti točki na mreži, zanju
veljajo posebna pravila. Če ta pravila primerno izberemo, lahko z dinamiko porazdelitvenih
funkcij in Chapman-Enskogovim razvojem [22, 23] simuliramo Navier-Stokesovo enačbo
[17, 22, 24]. Dinamiko nematika bomo simulirali v treh dimenzijah in uporabili model s
petnajstimi hitrostmi (D3Q15) [17, 23, 25].
S hibridno mrežno Boltzmannovo metodo je mogoče simulirati tudi dinamiko aktivnih
materialov, ki so pred kratkim postali zanimivi za fiziko. Aktivni materiali so neravnovesni
sistemi, sestavljeni iz gradnikov podobne velikosti in anizotropne oblike, ki se lahko
samostojno gibljejo, če jim dodamo energijo (na primer v obliki ATP) [16, 26, 27]. Primeri
aktivnih materialov so mikrotubuli, suspenzije bakterij in jate rib ali ptic, ki se gibljejo
kolektivno [16].
Magistrsko delo je organizirano v sedem vsebinskih sklopov. V drugem poglavju je uveden
ureditveni parameter in prosta energija nematika, ki pojasni urejanje tekočih kristalov.
Poseben poudarek je na Beris-Edwardsovem modelu, ki opisuje nematodinamiko. V
tretjem poglavju je predstavljena numerična metoda. Opisani so robni pogoji hibridne
mrežne Boltzmannove metode in diskretizacija mikro-kanalov. Na primeru trikotnega
mikro-kanala je predstavljen pomen diskretizacije numerične metode. V četrtem poglavju
so predstavljeni rezultati simulacij nematskega toka v mikro-kanalih različnih presekov
s planarnim sidranjem na površinah. Opisano je tudi obnašanje pri različnih telesnih
silah. V petem poglavju so predstavljeni rezultati simulacij nematskega toka v kvadratnem
mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem na površinah.
2Tekoči kristali
Tekoči kristali so organske snovi, ki jih sestavljajo molekule anizotropne oblike, tipično
podobne palčkam ali diskom. Praviloma je notranji del molekule tog (benzenovi obroči),
zunanji pa gibljiv (alifatski repi) [1]. Najbolj znani primeri tekočih kristalov so 5CB
(4-pentil-4’-cianobifenil), 8CB(4-oktil-4’-cianobifenil) in MBBA (N-(p-metoksibenziliden)-
p-butilalanin) [1]. Strukturna formula molekule 5CB je prikazana na sliki (Slika 2.1).
Slika 2.1: Strukturna formula molekule 5CB, ki je sestavljena iz dveh benzenovih obročev in
alifatske verige [1].
Tekočekristalne molekule zaradi anizotropne oblike interagirajo tako sterično kot tudi z
van der Waalsovo in elektrostatsko interakcijo. Molekule se spontano uredijo in tvorijo
nove faze, ki jim pravimo mezofaze. Te združujejo lasnosti kapljevin in kristalov, zato
jim pravimo tudi tekočekristalne faze. Poznamo tri vrste mezofaz, ločijo pa se glede na
molekulsko urejenost. Nematski tekoči kristali (slika 2.2 (b)) nimajo pozicijskega reda,
imajo pa orientacijski red dolgega dosega [1]. Smektični tekoči kristali (slika 2.2 (a)) imajo
orientacijski in pa hkrati enodimenzionalen pozicijski red, saj njihove molekule ležijo v
plasteh, znotraj plasti pa ni pozicijskega reda, zato se snov obnaša kot dvodimenzionalna
tekočina [1]. Še bolj urejena je kolumnarna faza, ki jo tvorijo diskaste molekule, ki se
uredijo v stolpiče, stolpiči pa se uredijo v heksagonalno strukturo, ki ima dvodimenzionalni
pozicijski red [1–3].
Vrsta mezofaze, v kateri se nahaja tekoči kristal, je lahko odvisna od temperature ali
koncentracije paličastih molekul v vodi, zato prvim pravimo termotropni, drugim pa
liotropni tekoči kristali [1, 4, 5]. Termotropni tekoči kristali pri naraščajoči temperaturi
prehajajo iz stanj z višjim redom v stanja z nižjim redom (slika 2.2).
(a) smektična mezofaza (b) nematska mezofaza (c) izotropna faza
T
Slika 2.2: Tekočekristalne mezofaze. V smektični fazi (a) imamo enodimenzionalni pozicijski
in orientacijski red, v nematski fazi (b) se snov obnaša kot tekočina, še vedno pa je prisoten
orientacijski red, v izotropni fazi (c) pa izgine tudi ta. Pojav in tip mezofaz je močno odvisen od
konkretnega tekočega kristala [28].
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2.1 Ureditveni parameter v nematiku
Povprečni smeri1, v katero se spontano uredijo molekule z osjo a, pravimo direktor n in
je enotski vektor [1] (slika 2.3). Direktor nosi informacijo o povprečni orientaciji, torej o
redu dolgega dosega, zato v nematiku služi kot vektorski ureditveni parameter. Zaradi
velike simetrije molekul ne moremo razločiti med n in ´n [1, 2, 4, 6, 29], zato direktor ni
pravi vektor.
Slika 2.3: Paličaste molekule nematika so preferenčno urejene vzdolž direktorja n, ki ni pravi
vektor, saj velja n ” ´n [1].
Direktor določa povprečno smer, v katero kažejo molekule, nič pa ne pove o stopnji
orientacijskega reda v nematiku, zato uvedemo skalarni ureditveni parameter, ki mu
pravimo tudi nematska stopnja reda. Zaradi simetrije n ” ´n ne moremo vzeti kar
povprečne vrednosti kosinusa kota med direktorjem n in osjo posamezne molekule a, saj




3 cos2 ϑ´ 1〉 “ pi ∫ pi
0
fpϑq (3 cos2 ϑ´ 1) sinϑdϑ, (2.1)
kar je ravno kvadrupolni moment molekularne orientacijske porazdelitvene funkcije. Kot
ϑ meri zasuk vektorja a glede na direktor, fpϑq pa je porazdelitvena funkcija vektorja
a po kotu. Vrednosti nematske stopnje reda ležijo na intervalu r´12 , 1s. V popolnoma
urejenem nematiku je vrednost skalarnega ureditvenega parametra S “ 1, saj so vse
molekule vzporedne, v izotropni fazi brez orientacijskega reda je S “ 0, ko so vse molekule
pravokotne na direktor, pa je S “ ´12 [1, 2].











j ` ep2qi ep2qj
)
, (2.2)
kjer sta ep1q in ep2q enotska vektorja, pravokotna na direktor in med seboj. Uvedli smo še
parameter biaksialnosti P , ki je neničelen, če fluktuacije molekul niso simetrične glede
1Povprečiti moramo po volumnu, ki je velik v primerjavi z molekulo, vendar majhen v primerjavi s
tipično skalo deformacije direktorja v nematiku.
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na vrtenje okrog direktorja. V tem primeru imamo orientacijski red tudi vzdolž vektorja
ep1q, ki je pravokoten na direktor in mu pravimo sekundarni direktor. Parameter P ima
podoben pomen kot S, le da nam pove stopnjo urejenosti molekul glede na sekundarni
direktor. V tenzorskem ureditvenem parametru nastopajo le produkti dveh komponent
ni, zato s takšnim zapisom upoštevamo simetrijo direktorja, saj je tenzor invarianten na
zamenjavo n Ñ ´n [1].
Direktor n je enotski vektor, zato je tenzor Q brezsleden. Tenzorski ureditveni parameter
je simetričen in zato vedno diagonalizabilen, saj je sestavljen iz produktov tipa ninj , ki so
simetrični na zamenjavo indeksa. V lastnem sistemu direktorja, kjer za osi koordinatnega






Največja lastna vrednost diagonalne matrike tenzorja ureditvenega parametra Q [enačba
(2.3)] je enaka S, njen pripadajoči lastni vektor pa je direktor n. Usmeritev direktorja
ni pomembna, saj so lastni vektorji, ki se razlikujejo le za predznak, enaki. V primeru
enoosnega nematika je biaksialnost P “ 0, tenzor Q pa nosi informacijo o povprečni smeri
in stopnji urejenosti molekul nematika.
2.2Prosta energija nematika
Nematik bomo opisali z mezoskopsko fenomenološko gostoto proste energije f , ki je sesta-
vljena iz več prispevkov, ki jih bomo obravnavali v nadaljevanju. Landau-de Gennesova
gostota proste energije fNI nam pove, v kateri mezofazi se nahaja tekoči kristal pri določeni
temperaturi. Elastično deformacijo direktorskega polja opišemo s Frank Oseenovo gostoto
elastične proste energije fel, vpliv zunanjih sten na nematski tekoči kristal pa s površinsko
gostoto proste energije sidranja fs.
2.2.1Landau-de Gennesova prosta energija
Fazni prehod iz izotropne v nematsko fazo lahko opišemo s fenomenološkim Landau-de
Gennesovim modelom. Bistveno je, da prosto energijo zapišemo po potencah tenzorskega
ureditvenega parametra Q v bližini faznega prehoda
fNIpT q “ f0 ` 1
2






Pri vpeljavi skalarnega ureditvenega parametra smo ugotovili, da je v primeru, ko so vse
molekule pravokotne na direktor, ta enak S “ ´12 , torej negativen. Nobenega razloga ni,
da bi imelo stanje s stopnjo nematskega reda S “ 12 enako prosto energijo, saj predstavlja
popolnoma drugačno ureditev nematika. Zaradi tega imamo v Landau-de Gennesovem
modelu prisoten tudi kubični člen, fazni prehod iz izotropne v nematsko fazo je posledično
1. reda [1, 2].
Ker je fazni prehod v nematiku 1. reda, imamo na prehodu iz izotropne v nematsko
fazo tri značilne temperature (Slika 2.4). Tc je temperatura, pri kateri je prosta energija
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izotropne in nematske faze enaka, zato dobimo koeksistenco obeh faz, T ˚˚ je najvišja
temperatura pregretja nematske faze. Za temperature, ki so manjše kot T ˚, je izotropna
faza nestabilna, tekoči kristal pa je v popolnoma nematski fazi. V tipičnih nematskih
materialih je fazni prehod šibko prvega reda (blizu faznemu prehodu 2. reda), saj je utajena
toplota na prehodu iz izotropne v nematsko fazo majhna, koherenčna dolžina pa velika [1].




















Slika 2.4: Odvisnost Landauove gostote proste energije nematika od stopnje reda za različne
temperature.
2.2.2 Elastična prosta energija
Tekoči kristal v nematski fazi ima najnižjo energijo takrat, ko so vse molekule vzporedne,
saj imajo gradniki v takem stanju največjo entropijo. Zunanja polja in stene, ki ograjujejo
tekoči kristal, lahko predstavljajo zunanje polje sil na nematik. Zaradi njih se pojavijo de-
formacije v direktorskem polju tekočega kristala, kar zmanjša entropijo molekul. Krajevna
odvisnost ureditvenega parametra zato poveča prosto energijo, nematik pa se efektivno
obnaša kot elastična snov [7].
Deformacijo v direktorskem polju je mogoče razstaviti na tri osnovne tipe (glej sliko 2.5),
to so pahljača, zvoj in upogib [1, 2]. Vsi trije osnovni deformacijski načini so vključeni v
Frank-Oseenovo prosto energijo, ki mora biti invariantna na simetrijsko operacijo n Ñ ´n,






K11 (∇ ¨ n)2 ` 1
2
K22 (n ¨ p∇ˆ nq)2 ` 1
2
K33 (nˆ p∇ˆ nq)2 . (2.6)
Konstante K11, K22 in K33 so elastične konstante, ki določajo pahljačno, zvojno in
upogibno deformacijo. Vse tri morajo biti pozitivne, da imamo v osnovnem stanju
2.2. Prosta energija nematika 19
(a) (b) (c)
pahljača zvoj upogib
Slika 2.5: Osnovni deformacijski načini direktorja: (a) pahljača, (b) zvoj in (c) upogib [30].
nematika res vzporedno urejene molekule. Elastične konstante imajo enoto sile, njihove
vrednosti so tipično reda Kii « 0.5ˆ 10´11N. Na primer za nematogen 5CB so njihove
vrednosti [1]:
K11 “ 0.64ˆ 10´11N, K22 “ 0.3ˆ 10´11N, K33 “ 1ˆ 10´11N.
V večini primerov je konstanta K22 najmanjša, K33 pa največja. Vrednosti elastičnih kon-
stant z naraščajočo temperaturo padajo, njihovo razmerje pa ostaja približno konstantno,
razen v bližini prehoda iz nematske v izotropno fazo, kjer elastična konstanta za upogib
tipično pada hitreje od drugih dveh [2, 15]. V prosto energijo je mogoče vključiti tudi
dodatne člene višjih redov in s tem nove elastične konstante [1].
Frank-Oseenovo prosto energijo poenostavimo in vse tri elastične konstante aproksimiramo
z eno samo
K11 “ K22 “ K33 “ K. (2.7)







[p∇nq2 ` p∇ˆ nq2] , (2.8)
kljub temu pa omogoča dobro kvalitativno simuliranje deformacij v nematiku.
Frank-Oseenova prosta energija je zgrajena na vektorskem ureditvenem parametru in ne
vključuje nematske stopnje reda S, zato dobro opisuje deformacije, pri katerih je skalarni
ureditveni parameter S konstanten. Nematski red je konstanten, če je značilna dolžinska
skala deformacij direktorja mnogo večja od velikosti molekul. Če pa se v vzorcu pojavljajo
defekti, ki so značilni primer spreminjanja stopnje reda, potrebujemo elastično prosto


























xi so kartezične koordinate, L1, L2 in L3 pa tenzorske elastične konstante, ki jih lahko




p2L1 ` L2 ´ L3Sq, (2.10)
2Nematska stopnja reda S in elastične konstante Kii so odvisne od temperature, zato spodnje zveze









p2L1 ` L2 ` 2L3Sq. (2.12)












kjer je L “ 2K{9S2.
2.2.3 Sidranje na površinah
Površine, ki omejujejo tekoči kristal, lahko vplivajo na preferenčno smer, vzdolž katere se
urejajo okoliške molekule. Preferenčna smer je odvisna od tipa površine in lahko kaže v
poljubno smer v prostoru. Mi se bomo ukvarjali samo z dvema posebnima primeroma, ko
je preferenčna smer direktorja tangentna na površino in ko je ta pravokotna na površino.
Prvemu pravimo planarno (tangentno), drugemu pa homeotropno (normalno) sidranje
[2, 9–12, 15].
Preferenčno smer na steni upoštevamo z dodatnim členom v prosti energiji. Pri enako-
mernem sidranju, kjer je preferenčna smer direktorja povsod po površini enaka, sidranje








ki kvadratično kaznuje vsa odstopanja od preferenčnega ureditvenega parametra Q0 z
jakostjo sidranja W . V primeru homeotropnega sidranja je tenzor Q0ij “ Seq2 p3νiνj ´ δijq
[10] skonstruiran tako, da direktor kaže v smer normale na površino ν. Tipično so vrednosti
jakosti sidranja med 1ˆ 10´7 J{m2 (šibko sidranje) in 1ˆ 10´3J{m2 (močno sidranje). V
simulacijah bomo zaradi enostavnosti uporabljali sidranje z neskončno jakostjo, to pomeni,
da kaže direktor tik ob površini natanko v preferenčno smer, saj je vsak odklon neskončno
kaznovan.
2.2.4 Ravnovesno stanje nematika
Ravnovesno stanje nematskega tekočega kristala dobimo tako, da minimiziramo celotno
prosto energijo F “ ∫ fdV “ ∫ pfNI ` f p2qel ` fsqdV . Globalni minimum nam da ravnove-
sno stanje, lokalni minimumi pa metastabilna stanja. Z variacijo proste energije F po
tenzorskem ureditvenem parametru Q dobimo Euler-Lagrangeovo enačbo






kjer je Hij molekularno polje, ki je enako 0 v minimumu proste energije, torej, ko je sistem
v ravnovesju.
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2.3Topološki defekti
Frustracija orientacijskega reda nematika, na primer s površinami ali zunanjimi polji, lahko
povzroči, da se direktor ne more vedno urediti tako, da bi bil povsod zvezen. Področjem
nezveznosti direktorja pravimo topološki defekti [2, 5]. Smeri paličastih molekul nematika
(a na sliki 2.3) v defektih močno fluktuirajo in v povprečju nimajo preferenčne smeri
urejanja, zato je nematska stopnja reda S enaka 0. Območju, kjer je S « 0, pravimo jedro
defekta in je tipično veliko približno 10 nm.
Najpogosteje v nematikih najdemo linijske defekte, ki jim pravimo disklinacije [1]. V ozkih
mikro-kanalih, s katerimi se bomo ukvarjali v nadaljevanju, se ti pogosto pojavijo, zato se
jim bomo posebej posvetili.
Defektno linijo lahko opišemo in klasificiramo tako, da opazujemo spreminjanje smeri
direktorja pri tem, ko potujemo okoli jedra defekta po sklenjeni zanki (zelena krožnica na
sliki 2.6). Direktorsko polje se med potovanjem po zanki poljubno zvezno spreminja in
naredi različno število obratov. Zato uvedemo ovojno število defekta k∮
dϑ
ds
ds “ 2pik, (2.16)
ki meri, za kolikšen kot ϑ se zavrti direktor, ko enkrat obkrožimo jedro defekta [1, 2].
Direktorsko polje mora biti potem, ko enkrat obkrožimo jedro defekta, enako kot na
začetku. Da temu zadostimo, mora direktor na poti po zanki narediti celo ali polcelo
število obratov, defekt ima torej celoštevilsko oziroma polštevilsko ovojno število (slika
2.6).
Slika 2.6: Konfiguracije disklinacij s celoštevilskim (zgornja vrsta) in polcelim ovojnim številom
(spodnja vrsta). Ovojno število je odvisno od tega, kolikokrat se pri enem obhodu okrog jedra
zavrti direktor. Zaradi simetrije molekul tekočega kristala imamo lahko tudi defekte s polcelim
ovojnim številom.
Ovojno število defekta k je topološka invarianta [1, 2]. Če imamo v vzorcu nematika
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več defektov, se njihovo skupno ovojno število ohranja, na primer dva defekta z ovojnim
številom 1{2 in ´1{2 se lahko izničita, defekt z ovojnim številom 1 pa lahko razpade na
dva defekta z ovojnim številom 1{2.
Defekt v tekočem kristalu povzroči elastično deformacijo direktorja, ki poveča gostoto
proste energije. Prosto energijo linijskega defekta bomo izračunali v enokonstantnem
približku Frank-Oseenove proste energije Fd “ K2
∫ p∇ϑq2dV , ki smo jo vpeljali zgoraj.
Z minimizacijo Fd dobimo relacijo ϑ “ kϕ ` ϑ0 med kotom ϑ in zasukom ϕ, odtod








“ piKk2 ln rmax
rmin
. (2.17)
Nematik v jedru nima nematskega reda, zato začnemo integrirati šele pri rmin, ki je reda
nekaj molekularnih dolžin oziroma „ 10 nm. Zgornja meja rmax predstavlja razdaljo do
sten ali sosednjega defekta. Prosta energija defekta je kvadratično odvisna od njegovega
ovojnega števila k, kar pomeni, da so bolj stabilni defekti z manjšim ovojnim številom. Še
več, to pomeni, da je energijsko ugodneje, da defekti z višjim ovojnim številom razpadejo
na več defektov z najmanjšim možnim ovojnim številom `1{2 ali ´1{2, pri tem pa mora
biti njihovo skupno ovojno število enako ovojnemu številu začetnega defekta.
Linijski defekt z ovojnim številom k “ 1 (slika 2.7 (a)) si lahko zamislimo v cilindrični
kapilari, če na stenah vzpostavimo homeotropno sidranje. Ta defekt je nestabilen, saj je
energijsko ugodneje, če razpade na dva defekta z ovojnim številom 1{2, ker se pri tem
energija zmanjša za faktor 2. Toda struktura z nezveznostjo oziroma singularno linijo
ni edina mogoča deformacija direktorskega polja, stabilna je le v primeru, ko je premer
kapilare manjši od „ 1 µm.
Deformacijo direktorja, ki nastane v okolici linijskega defekta s celoštevilskim ovojnim
številom (k “ ˘1, ˘2, . . . ), lahko vedno zvezno transformiramo v gladko strukturo brez
nezveznosti (singularne linije) [2, 13]. V novi strukturi je direktor n v središču vzporeden
disklinacijski liniji, na straneh pa pravokoten nanjo (glej sliko 2.7 (b)). Te strukture ne
moremo več opisati v ravnini pravokotni na linijski defekt, saj direktor pobegne v tretjo
dimenzijo, zato ji pravimo pobegla struktura [1].
(a) (b) (c)
Slika 2.7: Prerezi cilindričnih kapilar s singularno disklinacijo z ovojnim številom k “ 1 (a), njenim
nesingularnim pobegom v tretjo dimenzijo (b) in točkovnimi defekti (c) [1].
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V okolici disklinacije z ovojnim številom k “ 1 (slika 2.6 (c)) je direktorsko polje izključno
pahljačasto deformirano, njeno prosto energijo pa smo izračunali v enokonstantnem
približku [enačba (2.17)]. V primeru, da ta defekt pobegne v tretjo dimenzijo, deformacija
postane kombinacija pahljače in upogiba, zato se spremeni njena prosta energija na enoto
dolžine [1]. V primeru, ko pahljačna in upogibna konstanta nista enaki (zvoja v tem










; tan2 b “ K33
K11
´ 1. (2.18)
Direktor se v okolici disklinacije z ovojnim številom k “ 1 samo pahljačno deformira,
zato prosta energija ni odvisna od razmerja elastičnih konstant, ampak le od razmerja
rmax{rmin (glej sliko (2.8)). Prosta energija pobegle strukture tega defekta je odvisna od
razmerja K33{K11, saj sta prisotni pahljačna in upogibna deformacija. Pobegla struktura
je stabilna, dokler je njena prosta energija manjša od tiste za disklinacijsko linijo. Za večja


























Slika 2.8: Prosta energija disklinacije z ovojnim številom k “ 1 (modra črta), ki v ravnini pahljačno
deformira direktor Fd{LK11 “ pi lnprmax{rminq (vzeli smo razmerje rmax{rmin “ 103). Z zeleno je
narisana prosta energija pobegle strukture [enačba (2.18)].
Pogosto lahko uporabljamo enokonstantno aproksimacijo elastičnih konstant, saj je za




Disklinacija še vedno lahko preide v pobeglo strukturo, če je njena prosta energija na
enoto dolžine [enačba 2.19] manjša od tiste za disklinacijo z ovojnim številom 1 [enačba
2.17], torej ko je ln rmaxrmin ą 3. To pomeni, da je pobegla struktura stabilna, če je polmer
kapilare večji od dvajsetkratnega polmera jedra defekta, ki meri približno 10 nm. Če je
polmer kapilare manjši kot 200 nm, pobegla struktura ni stabilna [2].
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2.4 Nematodinamika
Dinamika tekočih kristalov je drugačna kot dinamika izotropnih tekočin, saj je translacijsko
gibanje sklopljeno z orientacijo molekul. Nematiki imajo zaradi tega efektivno anizotropno
viskoznost. Za opis hitrostnega polja v tekočih kristalih uporabljamo Navier-Stokesovo
enačbo, vendar jo je potrebno posplošiti z dodatnim napetostnim tenzorjem, saj je tudi
direktor n hidrodinamska spremenljivka.
Predstavili bomo Beris-Edwardsov model, kjer namesto direktorskega ureditvenega para-
metra uporabljamo tenzorski ureditveni parameter.
2.4.1 Navier-Stokesova enačba
Navier-Stokesova enačba je efektivno 2. Newtonov zakon za majhen volumski element
tekočine
ρa “ f . (2.20)
ρ je gostota tekočine, f gostota sil, a “ dvdt pa pospešek opazovanega volumskega elementa.
Sprememba hitrosti vpr, tq ni enaka za stacionarnega opazovalca na mestu r in za opazo-
valca, ki se giblje z izbranim delčkom snovi, saj se ta v časovnem intervalu dt premakne
na novo pozicijo r` dr, kjer je hitrost drugačna od te na mestu r in času t [1]. Zato se
substancialni odvod razpiše na dva člena
dv
dt
“ BvBt ` (v ¨∇) v. (2.21)
Če predpostavimo, da na opazovani delček tekočine ne delujejo nobene zunanje, ampak le
viskozne sile in hidrostatski tlak, lahko gostoto sil zapišemo kot





∇p∇ ¨ vq. (2.22)
Konstanti η in ζ imenujemo dinamična in druga viskoznost. Navier-Stokesovo enačbo
bomo zapisali za viskozno, vendar nestisljivo tekočino, za katero velja kontinuitetna enačba
∇ ¨ v “ 0. Gostota sil se zato poenostavi, saj je zadnji člen enak 0, drugega pa lahko
zapišemo z divergenco napetostnega tenzorja σ [1],
η∆v “ ∇σ, (2.23)








Tako dobimo Navier-Stokesovo enačbo za nestisljivo viskozno tekočino [1, 2, 15, 18, 19]
ρ
[Bv
Bt ` pv ¨∇qv
]
“ ´∇P `∇σ. (2.25)
V primeru viskozne stisljive tekočine na desni strani Navier-Stokesove enačbe nastopajo
členi, ki vključujejo tudi ∇ ¨ v.
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Dinamika tekočih kristalov je bolj komplicirana, saj se molekule tekočega kristala lahko
orientacijsko urejajo. Zaradi tega imamo v napetostnem tenzorju poleg viskoznega tudi
elastični prispevek σij “ σvij ` σeij . Viskozni del napetostnega tenzorja σvij je odvisen tudi
od direktorja n in njegovega časovnega odvoda n˙, vendar slednji vedno nastopa v izrazu
N “ n˙´ 1
2
(∇ˆ v)ˆ n, (2.26)
saj mora biti σvij za toge rotacije enak 0. Vektor N tako predstavlja le relativne rotacije
direktorja glede na rotacije tekočine [1, 15]. Viskozni napetostni tenzor
σvij “ α1ninjnknlDkl ` α2njNi ` α3niNj ` α4Dij ` α5njnkDik ` α6ninkDjk (2.27)
smo zapisali s šestimi Lesliejevimi viskoznimi konstantami αi, od katerih je le pet neodvisnih.
Člen z α4 smo imeli že v izotropni tekočini, drugi in tretji člen pa sklapljata direktorsko
polje in hidrodinamski tok in sta odgovorna za to, da lahko vrtenje direktorskega polja
požene hidrodinamski tok in obratno, tok lahko vrti direktor. Temu pojavu pravimo
povratni tok (backflow) [1, 15]. Ostali členi so pasivni, zaradi njih je efektivna viskoznost
v nematiku anizotropna [15].





Kombinacija Navier-Stokesove enačbe in Frank-Oseenove elastične proste energije nas
privede do Ericksen-Lesliejeve hidrodinamske teorije, ki je fenomenološka teorija [15].
Teorija predpostavlja, da je nematska stopnja reda S povsod konstantna, vendar to ni
nujno res. V jedrih topoloških defektov skalarni ureditveni parameter ni konstanten,
zato je uporabna le za opis tokov brez defektov [2, 15]. Za boljši opis defektov je treba
uporabiti tenzorsko teorijo nematodinamike, saj vključuje tudi nematsko stopnjo reda S.
Na tenzorskem parametru je osnovan Beris-Edwardsov model in Qian-Shengov zapis, ki se
v limiti konstantnega skalarnega ureditvenega parametra reducirata na Ericksen-Lesliejevo
teorijo. Mi se bomo ukvarjali le z Beris-Edwardsovim modelom.
2.4.2Beris-Edwardsov model
V Beris-Edwardsovem modelu evolucijo tenzorskega ureditvenega parametra Q podaja
enačba
(Bt ` v ¨∇) Q´ SpW,Qq “ ΓH, (2.29)
kjer je prvi člen na levi strani substancialni odvod tenzorskega ureditvenega parametra
[15, 17, 31]. Desna stran zgornje enačbe opisuje relaksacijo tenzorja Q, ki jo žene hitrostno
in molekularno polje H [enačba (2.15)], Γ pa je rotacijska difuzijska konstanta [31]. Tenzor




















predstavlja spreminjanje tenzorskega ureditvenega parametra zaradi hidrodinamskega toka,
saj sklaplja tenzorski ureditveni parameter Q s tenzorjem gradienta hitrosti Wij “ Bivj .
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Tenzorja D [enačba (2.24)] in Ωij “ 12 (Wij ´Wji) predstavljata njegov simetrični in
antisimetrični del. Parameter ξ določa vrsto odziva direktorja na hidrodinamski tok in je
odvisen od oblike molekul tekočega kristala [15]. Če prevlada simetrični člen, se direktor
ureja vzdolž toka, večji asimetrični člen pa povzroči nestacionarno spreminjanje direktorja
[31, 32].
Tekočina z gostoto ρ uboga kontinuitetno enačbo
Btρ` Bαρvα “ 0 (2.31)





“ Bjτij ` Bjσij ` ηBj
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Hidrostatski tlak p0 je v simulacijah približno konstanten, η pa je izotropna viskoznost.
Napetostni tenzor je razdeljen na simetrični [17, 27]



















QklHkl ´ BjQkm δF
δBiQkm . (2.34)
in antisimetrični del
τij “ QikHkj ´HikQkj . (2.35)
Zaradi sklopitve med hitrostjo tekočine in ureditvenim parametrom v napetostnem tenzorju
lahko hidrodinamski tok vrti direktor in obratno, relaksacija direktorja lahko požene tok.
3Numerično modeliranje
Izračunali bi radi tok nematika v mikro-kanalih kompleksnih presekov. Za opis nematskega
toka moramo reševati hidrodinamske enačbe, ki so nelinearne in komplicirane. Netrivialni
pa so tudi robni pogoji, saj bomo tok nematika računali v mikro-kanalih s preseki
različnih geometrijskih likov (trikotnik, štirikotnik, petkotnik in krog). Hidrodinamske
enačbe, ki smo jih dobili iz Beris-Edwardsovega modela, bomo reševali s hibridno mrežno
Boltzmannovo metodo (Lattice-Boltzmann method), ki jo bomo podrobneje opisali v
nadaljevanju.
3.1Hibridna mrežna Boltzmannova metoda
Hidrodinamske tokove tekočega kristala bomo simulirali s hibridno mrežno Boltzmannovo
metodo. Metoda je sestavljena iz dveh kosov, in sicer relaksacije tenzorskega ureditvenega
parametra z metodo končnih diferenc in mrežne Boltzmannove metode, s katero rešujemo
Navier-Stokesovo enačbo za hitrostno polje.
Mrežna Boltzmannova metoda uporablja zvezne porazdelitvene funkcije delcev, ki jih
propagiramo po mreži [24, 25, 27, 31, 33]. V primeru trka veljajo za porazdelitvene funkcije
posebna pravila, podobno kot za diskretne delce. Če ta pravila primerno izberemo, lahko
z dinamiko porazdelitvenih funkcij in Chapman-Enskogovim razvojem [24, 25] simuliramo
Navier-Stokesovo enačbo.
Mrežno Boltzmannovo metodo bomo reševali v treh dimenzijah, uporabljali pa bomo
model s petnajstimi hitrostmi, ki so enake mrežnim vektorjem kubične rešetke (D3Q15).
ep0qα “ p0, 0, 0q, (3.1)
ep1qα “ p˘1, 0, 0q, p0,˘1, 0q, p0, 0,˘1q, (3.2)
ep2qα “ p˘1,˘1,˘1q. (3.3)
Indeksi i so urejeni, tako da α “ 1, . . . , 6 ustreza ep1qα , α “ 7, . . . , 14 pa setu ep2qα , kot je
narisano na sliki 3.1. Porazdelitvene funkcije fαpx, tq predstavljajo število delcev na mestu
x na mreži ob času t in hitrostjo eα.








Mrežna Boltzmannova metoda je zgrajena iz dveh korakov [15, 17, 25], porazdelitvene
funkcije najprej premaknemo na eno od sosednjih mest na mreži x Ñ x` eα∆t s hitrostjo
eα









Slika 3.1: Mreža in mrežni vektorji za tridimenzionalno mrežno Boltzmannovo metodo (D3Q15). Z
rdečo je označen vektor ep0qα , z zeleno in modro pa seta vektorjev ep1qα in ep2qα . Siva barva označuje
točke na kubični mreži [15].
nato pa upoštevamo pravila za trk dveh porazdelitvenih funkcij
fαpx, t`∆tq “ fαpx, tq ´ 1
τf
rfαpx, tq ´ f eqα px, tqs ` pαpx, t, fαq. (3.6)
Enačbe gibanja in termodinamsko ravnovesje so odvisni od izbire momentov ravnovesnih
porazdelitvenih funkcij f eqα in gonilnih členov pα, ki jih lahko razvijemo po potencah
hitrosti [17]
f eqα “ As `Bsvieαi ` Csv2 `Dsvivjeαieαj ` Esijeαieαj , (3.7)
pα “ TsBjτijeαi, (3.8)
kjer s P {0, 1, 2} loči med tremi različnimi seti vektorjev epsq. Koeficienti v razvoju
As, Bs, Cs, Ds, Es in Ts [17, 25] so določeni s spodnjimi relacijami∑
α
f eqα “ ρ,
∑
α
f eqα eαi “ ρvi,
∑
α
f eqα eαieαj “ ´σij ` ρvivj . (3.9)
Z izbiro prvega in drugega momenta zagotovimo ohranitev mase in gibalne količine, tretji





pαeαi “ Bjτij ,
∑
α
pαeαieαj “ 0 (3.10)
definirajo antisimetrični del napetostnega tenzorja τij .
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Chapman-Enskogov razvoj
Numerično mrežno Boltzmannovo metodo uporabljamo za simuliranje Navier-Stokesove
hidrodinamike. Iz operatorja za trk porazdelitvenih funkcij [enačba (3.6)] dobimo s
Chapman-Enskogovim razvojem Navier-Stokesovo enačbo [24]. V mrežni Boltzmannovi
metodi so količine izražene z razvojem po potencah hitrosti tekočine v. Razvoj je zato
dober, če je hitrost tekočine dosti manjša od hitrosti zvoka v tekočini [34]. V tem režimu
je tekočina praktično nestisljiva [15, 24].
3.1.1Robni pogoji
Robne pogoje lahko v mrežni Boltzmannovi metodi enostavno določimo. Na stiku med
steno in tekočino želimo imeti robni pogoj, ki zagotavlja, da je tik ob steni hitrost
tekočine enaka nič (non-slip boundary condition). To najenostavneje dosežemo tako, da
porazdelitveno funkcijo, ki jo premaknemo na površinsko točko, obrnemo v smer, iz katere
je prišla. Opisani odboj na mreži je natančnosti prvega reda. Drugi red dobimo tako, da
porazdelitvene funkcije odbijemo med mrežnima ravninama [25] (glej sliko 3.2).
Slika 3.2: Shematski prikaz mreže v dveh dimenzijah in sheme drugega reda. Oranžne točke
pripadajo tekočini, po njih propagiramo delčne porazdelitvene funkcije po mrežni Boltzmannovi
metodi. Nekatere porazdelitvene funkcije (rdeča vektorja) se propagirajo na površinske točke, ki
so označene z modro barvo. Po shemi drugega reda jih propagiramo še v pomožne točke, ki so
označene z zeleno in njihovo hitrost obrnemo (črna vektorja). Nato izvedemo trk in tako dosežemo,
da je “stena” na sredi med obema mrežnima ravninama.
V shemi drugega reda porazdelitveno funkcijo, ki pride na površinsko mrežno točko,
preslikamo še v pomožen set točk in ji tam obrnemo smer hitrosti, nato pa izvedemo trk
[25]. Delčne porazdelitvene funkcije se srečajo ob polovičnem času, na polovici poti med
obema mrežnima ravninama, zato je shema centrirana v kraju in času. V naših simulacijah
bomo uporabljali shemo drugega reda.
Ker ne simuliramo izotropne tekočine, ampak tekoči kristal, moramo določiti tudi robne
pogoje, ki določajo smer direktorja na steni. V simulacijah bomo uporabljali dva skrajna




Osi mikro-kanalov bomo v simulacijah orientirali vzdolž osi x in na obeh odprtih koncih po-
stavili periodične robne pogoje za porazdelitvene funkcije in tenzor ureditvenega parametra
Q. S tem se želimo izogniti robnim pojavom zaradi končne dolžine mikro-kanala. Preseki
mikro-kanalov ležijo v ravnini yz, ki je vzporedna mrežnim ravninam rešetke. Preseke
mikro-kanalov v naših simulacijah smo izbrali tako, da so oblike pravilnih geometrijskih
likov (trikotnik, štirikotnik, petkotnik in krog).
Robne pogoje za mrežno Boltzmannovo metodo, ki smo jih predstavili zgoraj, lahko
enostavno upoštevamo samo, če stena sledi mrežnim točkam (stena je lahko stopničaste
oblike). Vseh stranic geometrijskih likov, z izjemo kvadrata, ni mogoče poravnati z
mrežnimi ravninami, saj je osnovna celica mreže kocka. Stene mikro-kanalov zato tudi
sekajo mrežne celice. Problem najhitreje rešimo tako, da kompleksno površino nadomestimo
s stopničasto površino, ki poteka po mreži [25] (glej sliko 3.3). Tako postavimo robne
pogoje za kompleksne površine, toda v sistem nehote vnesemo umetno grobost reda 1{L,
kjer je L tipična dolžina ravne površine. Ta lahko pokvari natančnost naše simulacije toka
tik ob površini.
Slika 3.3: Trikotnik (siva črta) na kvadratni mreži seka mrežne celice, zato ga aproksimiramo s
stopničasto površino (črna črta). V oranžnih točkah računamo, modre predstavljajo površino, zelene
pa pomožne točke. Točko štejemo k površini le, če je vsaj ena od najbližjih sosed točka, v kateri
računamo. Zato so nekatere točke na stopničasti črni črti označene kot pomožne. Uporabljamo
shemo drugega reda, zato “stena” trikotnika leži med pomožnimi in površinskimi točkami.
Obstajajo tudi bolj napredne metode (na primer ekstrapolacijske sheme in metoda povr-
šinskih elementov) [25], ki znajo upoštevati tudi površine, ki sekajo celico, vendar moramo
v tem primeru drugače upoštevati robne pogoje za mrežno Boltzmannovo metodo. Mi
bomo raje uporabili lažjo pot in vse stene aproksimirali s stopničastimi. Površino smo
zaradi mrežne Boltzmannove metode stopničasto aproksimirali, toda preferenčno smer
direktorja v površinskih točkah nastavimo tako, da ustreza prvotni površini brez stopnic.
V nadaljevanju se bomo ukvarjali z dvema značilnima vrstama sidranja, planarnim in
homeotropnim. V prvem primeru je direktor vzporeden s površino, njegovo preferenčno
smer pa bomo izbrali vzdolž mikro-kanala (v smeri osi x). Pri homeotropnem sidranju je
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direktor pravokoten na stene mikro-kanala, zato v površinskih točkah (modre točke na sliki
3.3) preferenčno smer direktorja postavimo vzdolž normal na prvotne stene mikro-kanalov
(siva črta na sliki 3.3). Na prehodu med dvema stenama v mikro-kanalu je normala in s tem
direktorsko polje nezvezno. Da bi se temu izognili, normalo na prehodu med sosednjima
stenama zvezno interpoliramo na majhnem številu mrežnih površinskih točk.
3.3Testiranje implementacije hibridne mrežne Boltzmannove metode
S hibridno mrežno Boltzmannovo metodo smo simulirali tok nematika v mikro-kanalih
različnih presekov. Testirali smo jo na primeru trikotnega mikro-kanala s planarnim
sidranjem vzdolž njegove osi. Metoda je napisana tako, da lahko hkrati teče na več jedrih.
Metodo smo testirali na mreži s 30ˆ 230ˆ 230 “ 1.6ˆ 106 mrežnimi točkami, vse ostale
simulacije pa vsebujejo 30ˆ 200ˆ 200 “ 1.2ˆ 106 mrežnih točk in potrebujejo približno
1.6 GB spomina. Razdalja med mrežnimi ravninami v naši simulaciji je 10 nm, dimenzija
celotne mreže pri testiranju metode je torej 2.3 µm, sicer pa vselej 2 µm. Stacionarni
tok nematika dobimo po približno 3ˆ 104 korakih metode, kar traja približno 5-7 ur, če
simulacijo poganjamo na računalniku s štirimi procesorskimi jedri.
Stene mikro-kanala je potrebno aproksimirati s stopničasto površino. Diskretizacija
površinam umetno poveča grobost, toda ne vsem enako. Grobost diskretizirane ravne
površine je odvisna od kota, pod katerim ta seka mrežne ravnine. Stopničasta površina je
bolj groba, tem večji je kot (največji kot je 45˝) in obratno.
Vpliv grobosti diskretizacije na rezultate hibridne mrežne Boltzmannove metode si bomo
ogledali na primeru mikro-kanala s presekom enakostraničnega trikotnika (glej sliko 3.3).
Na stenah mikro-kanala bomo privzeli planarno sidranje direktorja vzdolž njegove osi.
Tok v mikro-kanalu bomo gnali s silo, ki deluje na vsak delček tekočine (kot gravitacija),
zato jo bomo imenovali telesna sila (body force). Sila, usmerjena vzdolž osi mikro-kanala,
povzroči tok nematika (glej sliko 3.4).
Slika 3.4: Mikro-kanal s presekom enakostraničnega trikotnika. Na stenah mikro-kanala direktor
sidramo vzdolž osi mikro-kanala (črna puščica). Telesna sila, usmerjena vzdolž osi x, požene tok
nematika v isti smeri. Hitrost nematskega toka je označena z modrimi puščicami.
Poleg toka vzdolž cevi se v nematiku pojavi tudi tok v ravnini pravokotni na silo (glej
sliko 3.5). Izkaže se, da je lahko ta sekundarni tok zelo močno odvisen od diskretizacije
stranic trikotnika. Metodo bomo zato testirali tako, da bomo trikotni kanal vrteli okoli
njegove osi (glej sliko 3.5) in tako spreminjali grobost diskretizacije njegovih stranic.
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Slika 3.5: Hitrostno polje celotnega toka (barve) in tokovnice sekundarnega toka (črno, belo in
sivo) v trikotnem mikro-kanalu. Če slike (a), (b) in (c) prezrcalimo čez višino nad spodnjo stranico
trikotnika in primerno rotiramo, dobimo slike (d), (e) in (f). To se zgodi zato, ker je grobost
stranic pri kotih α in 15˝´α enaka. Sliki (a) in (f) imata dodatno zrcalno simetrijo, ki je posledica
enake grobosti dveh stranic trikotnika.
Na sredi mikro-kanala se pri vsakem kotu α pojavita dva vrtinca, ki se zaradi simetrije
vrtita v nasprotnih smereh. V vogalih mikro-kanala se lahko pojavita do dva dodatna
majhna vrtinca, le skupna vrtinčnost mora pri tem ostati enaka 0. Pri kotu α “ 0˝ (slika
3.5 (a)) sta obe poševni steni enako diskretizirani (glej sliko 3.3), spodnja horizontalna
pa ima grobost 0. Zaradi te diskretizacije so tokovnice zrcalno simetrične glede na os z.
Popolnoma enako sliko dobimo, če mikro-kanal zavrtimo za kot α “ 15˝ (slika 3.5 (f)), le
da so v tem primeru tokovnice zrcalno simetrične glede na višino trikotnika nad gornjo
desno stranico, saj sta preostali dve spet enako grobi. Pri vseh vmesnih kotih je zrcalna
simetrija tokovnic zlomljena, saj so stranice različno grobe. Profila tokovnic (slika 3.5 (b))
in (slika 3.5 (c)) sta ekvivalentna spodnjima dvema (slika 3.5 (e)) in (slika 3.5 (d)), če ju
zrcalimo preko višine nad spodnjo stranico in rotiramo okoli težišča.
Zgoraj opisani cikel se ponovi vsakih 15˝, vedno v drugem oglišču trikotnika, saj imata pri
teh kotih bližnji stranici enako grobost. Perioda je odvisna od števila kotov n-kotnika in
je enaka 45˝{n, saj je maksimalni kot, pod katerim stranica lika seka mrežno ravnino, 45˝.
Z zgornjimi primeri smo pokazali, da je sekundarni tok odvisen od grobosti stranic
trikotnika, pri čemer pa takoj poudarimo, da sekundarni tok predstavlja le približno
1 % toka vzdolž osi mikro-kanala, zato nas slednje ne bo preveč skrbelo.
4Mikro-kanali s planarnim sidranjem
V tem poglavju so predstavljeni rezultati naših simulacij toka nematika v kompleksnih
mikro-kanalih s planarnim sidranjem. V simulacijah smo vse mikro-kanale orientirali
vzdolž osi x in na njihovih stenah zahtevali močno planarno sidranje v isti smeri (dvojne
črne puščice na sliki 4.1). Obravnavali smo mikro-kanale, ki imajo v preseku obliko
enakostraničnega trikotnika, kvadrata, pravilnega petkotnika in kroga (glej sliko 4.1).
V simulacijah smo telesno silo vedno orientirali vzdolž osi mikro-kanala (slika 4.1).
Slika 4.1: Štiri različne oblike mikro-kanalov: (a) enakostranični trikotnik, (b) kvadrat, (c) pravilni
petkotnik in (d) krog. Na stenah mikro-kanalov smo zahtevali močno planarno sidranje vzdolž
njihovih osi, smer sidranja je na vseh slikah označena z dvojno puščico. Telesna sila, usmerjena
vzdolž osi mikro-kanala, sproži nematski tok v isti smeri (modre puščice).
4.1Hitrostno polje nematskega toka
Hitrostna polja nematskega tekočega kristala, v ravninah pravokotnih na osi mikro-kanalov
različnih oblik, so z barvami narisana na sliki 4.2. Predstavljene rezultate smo izračunali s
hibridno Boltzmannovo metodo na mreži z velikostjo 2 µm. Vsi tokovi so gnani s telesno
silo, ki ima v brezdimenzijskih enotah velikost f “ 1ˆ 10´2.
Hitrostno polje nematskega toka je podobno v vseh predstavljenih mikro-kanalih (glej
sliko 4.2), tik ob steni je hitrost toka po predpostavki enaka 0, največjo vrednost pa doseže
v središču posameznega geometrijskega lika. Tekočina tik ob steni mikro-kanala miruje,
zato se geometrija mikro-kanala odraža na obliki hitrostnega polja, kar najlepše vidimo na
primeru trikotnega preseka (slika 4.2 (a)). Kljub temu, da stena vsiljuje svojo geometrijo,
je oblika hitrostnega polja blizu osi mikro-kanala vedno bolj podobna krogu. Polje se prej
zgladi v krožno obliko v mnogokotnikih z več oglišči, ki imajo tope kote in so vse bolj
podobni krogu.
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Slika 4.2: Hitrostno polje nematskega toka v pravokotnem prerezu mikro-kanalov v obliki (a)
enakostraničnega trikotnika, (b) kvadrata, (c) pravilnega petkotnika in (d) kroga. Hitrost toka
v mikro-kanalu, ki je ponazorjena z barvami, je odvisna od koordinate v yz ravnini. Ob stenah
mikro-kanala je hitrost tekočine enaka 0, v središču geometrijskega lika pa je maksimalna. Hitrost
nematskega toka raste s površino preseka mikro-kanala. Hitrost v je v enotah ∆x{∆t.
Pri izbranih simulacijskih pogojih, torej pri fiksni velikosti simulacijske celice, v kateri
simuliramo mikro-kanale, so hitrosti nematskega toka v mikro-kanalih največje, če ima
presek obliko kvadrata, nato po vrsti sledijo okrogel, petkoten in trikoten presek (glej sliko
4.2). Toda našteti preseki mikro-kanalov se ne razlikujejo le po geometriji, ampak tudi
po svoji ploščini, saj smo vse simulirali na enaki mreži z 200ˆ 200 točkami. Hitrost toka
viskozne tekočine je seveda odvisna tudi od velikosti preseka mikro-kanala, saj je v večjih
mikro-kanalih vpliv sten na tekočino manjši in obratno. Ploščine mikro-kanalov, ki jih
lahko spravimo v kvadratno celico, so odvisne od njihove geometrije, največjo ploščino
ima kvadratni mikro-kanal, saj zasede celotno simulacijsko celico. Delež površine, ki jo
zavzamejo ostali geometrijski liki, je manjši. Če želimo ugotoviti, v katerem preseku
mikro-kanala nematski tok doseže največjo hitrost, moramo hitrosti na sliki 4.2 reskalirati
s površino. Izkaže se, da tok najhitreje teče v mikro-kanalu s presekom v obliki kroga,
sledijo pa petkotnik, kvadrat in trikotnik, kar smo tudi pričakovali glede na analogijo s
izotropno tekočino.
Hitrostna polja z barvami prikazujejo hitrost v vsaki točki pravokotnega preseka mikro-
kanala, kar nam da vpogled v obliko polja, ne moremo pa si tako jasno predstavljati
njegovega profila. Na sliki 4.3 so zato narisani hitrostni profili vzdolž osi z, kot je
prikazano za vsako geometrijo posebej s črno puščico. Mikro-kanala s kvadratnim in
krožnim presekom sta v tem prerezu simetrična, zato je njun hitrostni profil soda funkcija.
Mikro-kanali, ki imajo obliko mnogokotnika z lihim številom kotov, so drugačni, saj os z
na eni strani seka stranico, na drugi pa oglišče (glej sliki 4.3 (a) in (c)). Hitrostni profil
zato ni simetričen, saj os mikro-kanala ni popolnoma na sredini višine mnogokotnika. V
zgornjem delu hitrostnega profila, ko smo blizu oglišča, zaradi vpliva sten dobimo območje
z manjšimi hitrostmi (slika 4.2 (a) in (c)), kjer hitrost počasneje pada proti 0 (sliki 4.3
(a), (c)).
Za vsako obliko mikro-kanala smo narisali po tri hitrostne profile za različne telesne sile,
ki se med seboj razlikujejo za en velikostni razred. Pri manjših telesnih silah nematski
tok teče počasneje, kar smo pričakovali. Zanimivo je, da ima hitrostni profil pri desetkrat
manjši sili okvirno desetkrat manjšo hitrost v vseh točka. Obnašanje hitrosti nematskega
toka pri različnih silah bomo podrobneje obravnavali v nadaljevanju.








































































Slika 4.3: Hitrostni profili nematskega toka v mikro-kanalih s presekom v obliki (a) enakostraničnega
trikotnika, (b) kvadrata, (c) pravilnega petkotnika in (d) kroga potekajo vzdolž črne puščice, ki je
narisana na vsakem od mikro-kanalov. Za vsako obliko mikro-kanala so narisani trije hitrostni
profili pri različnih telesnih silah f . Hitrostna profila v kvadratnem in okroglem mikro-kanalu sta
simetrična, profila v trikotnem in petkotnem mikro-kanalu pa ne, saj sta središči mikro-kanalov
pomaknjeni na spodnjo polovico višine. Obe osi na grafih sta v brezdimenzijskih enotah.
4.2Deformacija direktorja v nematskem toku
V tekočem kristalu je translacijsko gibanje sklopljeno z orientacijo molekul, kot smo videli
v poglavju 2.4. Zaradi tega lahko nematski tok vpliva na direktorsko polje in obratno,
spremembe v direktorskem polju lahko poženejo tok v nematiku, kar imenujemo povratni
tok. Mehanizem povratnega toka je uporaben, saj lahko z zunanjimi polji spreminjamo
direktorsko polje in tako v tekočini poženemo tok [15]. V tem poglavju se bomo ukvarjali
le s prvim delom pojava in predstavili vpliv nematskega toka na direktorsko polje v
mikro-kanalih s planarnim sidranjem.
V mirujočem nematiku je elastična prosta energija najmanjša, če je direktor tudi drugod
po tekočem kristalu usmerjen v isto smer. Po vklopu telesne sile, ki požene tok, se zaradi
sklopitve s tokom deformira tudi direktorsko polje. Deformacija direktorskega polja je
majhna, saj je kot ϕ, ki meri odklon direktorja od osi mikro-kanala, velik le nekaj stopinj
(glej sliko 4.4).
Nematodinamiko simuliramo na osnovi Beris-Edwardsovega modela [enačba (2.29)], ki
sklaplja tenzorski ureditveni parameter s simetričnim in antisimetričnim tenzorjem gradi-
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Slika 4.4: Deformacijo direktorskega polja v mikro-kanalu s presekom v obliki (a) enakostraničnega
trikotnika, (b) kvadrata, (c) pravilnega petkotnika in (d) kroga ponazarja kot odklona direktorja
od osi mikro-kanala. Direktor je blizu stene in središča mikro-kanala paralelen z njegovo osjo,
drugod je direktorsko polje deformirano. Deformacija direktorja je majhna in ima podobno obliko
kot hitrostno polje na sliki 4.2.
enta hitrosti. Simetrični člen želi direktor poravnati s tokom, antisimetrični pa ga vrti
vstran. V naših simulacijah smo izbrali parameter ξ “ 1, zato sta oba člena enakovredna
in odmik direktorja od smeri toka ni velik.
Gradient hitrosti se spreminja s krajem in je odvisen od oblike mikro-kanalov (slika
4.3), toda v vseh mikro-kanalih ima hitrost na osi maksimum in s tem odvod enak 0.
Hidrodinamski tok zato na osi mikro-kanalov ne vpliva na direktor, ki mora biti zaradi
simetrije (pri tej vrednosti ξ) v tej točki usmerjen vzdolž osi mikro-kanala. S tem imamo
fiksiran en robni pogoj za direktor, drugega smo postavili na stenah mikro-kanala, ko smo
privzeli planarno sidranje vzdolž njegove osi. Ves čas delamo v režimu močnega sidranja,
zato mora biti direktor tik ob steni mikro-kanala vzporeden z njegovo osjo.
Na območju med steno in osjo mikro-kanala hidrodinamski tok odkloni direktor za kot
ϕ ‰ 0 (slika 4.4). Odklon direktorja je največji v mikro-kanalu s presekom kvadrata,
sledijo pa krog, petkotnik in trikotnik. Nematski tok in z njim direktorsko polje nista
odvisna le od oblike, ampak tudi od ploščine pravokotnega preseka mikro-kanala, zato se
direktor najbolj deformira v kvadratu, ki ima v naših simulacijah največjo ploščino. Če bi
delali z mikro-kanali, ki imajo enako velik presek, bi največje kote ϕ dobili v krogu, sledili
pa bi petkotnik, kvadrat in trikotnik.
Oblike direktorskega polja (glej sliko 4.4) so podobne oblikam hitrostnih polj (slika 4.2),
saj so odvisne od gradientov hitrosti. Deformacija direktorja je posebej majhna v okolici
oglišč (glej sliko 4.4 (a)), saj je tam tudi gradient hitrosti majhen (glej sliko 4.3 (a)).
4.3 Skalabilnost hitrosti in direktorja
Zgoraj smo pokazali, da sta oblika in jakost hitrostnega polja odvisna od geometrije
mikro-kanala in od jakosti telesne sile f . Opazili smo, da je na prikazanem območju
hitrostno polje pri manjši sili šibkejše za okvirno enak faktor (slika 4.3). Odziv hitrosti
nematskega toka na zunanjo telesno silo bomo preverili na širšem območju, hkrati pa
bomo spremljali tudi deformacije direktorskega polja (slika 4.5).
Telesno silo smo spreminjali na območju petih dekad. Pri izbiri sile smo omejeni navzgor,
saj mrežna Boltzmannova metoda pri večjih hitrostih ni več stabilna, in navzdol, saj pri





































Slika 4.5: Spreminjanje (a) največje hitrosti v in (b) največjega kota odklona direktorja ϕ v
mikro-kanalih različnih geometrij pri različnih telesnih silah f (telesna sila je v brezdimenzijskih
enotah). Maksimalna hitrost toka v vsakem mikro-kanalu je linearno odvisna od telesne sile na
celotnem območju. Tudi kot ϕ, ki meri odklon direktorja od osi mikro-kanala, je linearno odvisen
od sile, dokler je ta majhna. Ko odklon direktorja postane velik nekaj kotnih stopinj, zveza ni več
linearna.
nizkih hitrostih toka pride do izraza diskretizacijska napaka. V vsakem mikro-kanalu smo
vzeli največjo hitrost toka in največji kot med direktorjem in smerjo toka, in opazovali,
kako se spreminjata s silo.
Največja hitrost v mikro-kanalih vseh geometrij skalira linearno s telesno silo f (glej sliko
4.5), saj se pri povečanju sile za eno dekado za enak faktor spremeni tudi največja hitrost
toka. Linearno skaliranje hitrosti toka s silo je značilno za laminaren tok običajne izotropne
tekočine.
Tudi maksimalna deformacija direktorskega polja, ki jo merimo s kotom ϕ, je linearna na
območju prvih štirih dekad, kjer je kot majhen. Ko silo toliko povečamo, da postane kot
ϕ znaten (velik nekaj stopinj), deformacija ni več linearna, kot vidimo na sliki 4.5 (b).

5Mikro-kanali z normalnim sidranjem
V tem poglavju bomo predstavili rezultate simulacije nematskega toka v kvadratnem
mikro-kanalu z močnim normalnim oziroma homeotropnim sidranjem (glej sliko 5.1).
Direktor, ki je povsod pravokoten na stene mikro-kanala, v oglišču mikro-kanala ni zvezen,
kar povzroči velike gradiente v direktorskem polju, ti pa lahko poženejo tok v mikro-kanalu
[enačba (2.29)]. Tem pojavom se želimo izogniti, zato direktor na vsaki steni mikro-kanala
deformiramo na razdalji 70 nm od oglišča, tako da je sprememba smeri sidranja zvezna.
Telesna sila podobno kot v prejšnjem poglavju kaže vzdolž osi mikro-kanala.
Slika 5.1: Na stenah mikro-kanala s kvadratnim presekom smo privzeli močno homeotropno
sidranje, to pomeni, da je direktor tekočega kristala tik ob površini pravokoten nanjo. Sidranje
direktorja na površinah smo označili z dvojnima črnima puščicama. Telesna sila je usmerjena
vzdolž osi mikro-kanala, hitrost toka je označena z modrimi vektorji.
5.1Deformacija direktorja v nematskem toku
V mikro-kanalu, kjer stene s homeotropnim robnim pogojem obdajajo nematski tekoči
kristal, se direktor uredi radialno glede na os mikro-kanala, podobno kot je narisano na
sliki 2.6 (c). Tako urejeno direktorsko polje ni povsod zvezno in vsebuje linijski defekt z
ovojnim številom k “ 1.
Disklinacija z ovojnim številom 1 je le ena od možnih ureditev nematika v mikro-kanalu
s homeotropnim sidranjem. Linijski defekt z ovojnim številom 1 lahko razpade na dve
disklinaciji s polovičnim ovojnim številom, možno pa je tudi, da se direktor zvezno
deformira in pobegne v tretjo dimenzijo (torej vzdolž osi mikro-kanala) [14]. Vsa našteta
stanja so topološko ekvivalentna, sistem pa se nahaja v tistem z najnižjo energijo. Pobegla
struktura v mikro-kanalu je stabilna, če je razdalja med defektom in najbližjo steno, ki
smo jo označili z rmax, večja kot 200 nm. Disklinacije v mikro-kanalu so torej stabilne, če
je premer mikro-kanala manjši kot približno 400 nm, v večjih mikro-kanalih je energijsko
ugodneje, če direktor pobegne v tretjo dimenzijo, kar je tipičen režim v eksperimentih [14].
Nematski tok smo simulirali v kvadratnem mikro-kanalu s stranico velikosti 2 µm, kar je
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precej več od zgornje meje za stabilnost disklinacij. Direktorsko polje je zato v režimu
pobegle strukture, kar smo potrdili tudi s simulacijo (glej sliko 5.2).
Slika 5.2: Direktorsko polje pobegle strukture v mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem na
površinah, narisano v ravnini yz (a) in xy (b). Črna puščica označuje smer toka, ki teče vzdolž
osi mikro-kanala, žene pa ga telesna sila z jakostjo f “ 1ˆ 10´2. Direktorsko polje je narisano s
cilindri, barvna skala pa prikazuje kot odklona direktorja od osi mikro-kanala. Direktor je tik ob
steni pravokoten nanjo, v notranjosti mikro-kanala pa pobegne vzdolž toka, ki je na sliki označen
s črno puščico. Direktor, ki je tik ob steni pravokoten nanjo, smo v oglišču gladko deformirali,
tako da je sprememba smeri sidranja zvezna.
Direktor tik ob steni mikro-kanala je pravokoten nanjo, v notranjosti pa se zvezno deformira
in pobegne vzdolž osi mikro-kanala. Direktor pobegne v smeri toka nematika (glej sliko
5.2 (b)), četudi smo za začetno stanje v simulaciji vzeli ravno zrcalno strukturo. Pobegla
struktura, kjer direktor pobegne v smeri proti toku, ni stabilna, lahko pa se pojavi kot
prehodno stanje.
5.2 Hitrostno polje nematskega toka
Hidrodinamski tok v mikro-kanalu žene telesna sila z jakostjo f “ 1ˆ10´2, ki je orientirana
vzdolž osi mikro-kanala. Direktorsko polje v tovrstnem mikro-kanalu s homeotropnim
sidranjem je precej drugačno kot v primerih iz prejšnjega poglavja. Direktor je zaradi
homeotropnega sidranja tik ob površinah pravokoten na smer toka (glej sliko 5.2), nato pa
se zavrti, tako da je ob osi vzporeden s tokom. Zaradi drugače deformiranega direktorskega
polja v mikro-kanalu pričakujemo tudi spremenjen nematski tok. Direktorsko in hitrostno
polje sta namreč medsebojno sklopljena v Beris-Edwardsovem modelu [enačba (2.29)].
Hitrostno polje v mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem, kjer direktor pobegne vzdolž
toka, je narisano na sliki 5.3.
Oblika hitrostnega polja nematskega toka v mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem je



















Slika 5.3: Hitrostno polje v mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem (a) je po obliki podobno
tistemu s planarnim sidranjem (slika 4.2 (b)), le hitrost toka v središču je 3 % nižja. Na sliki (b)
imamo hitrostna profila nematskega toka v mikro-kanalu s planarnim in homeotropnim sidranjem.
Odvod hitrostnega profila v bližini sten je v mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem manjši
kot v primeru planarnega sidranja. Gradient hitrosti je zmanjšan na območju, kjer je kot med
direktorjem in tokom največji. Hitrost v na sliki (a) je v enotah ∆x{∆t.
podobna kot v primeru planarnega sidranja (slika 5.2 (a)). Maksimalna hitrost toka v
mikro-kanalu s homeotropnim sidranjem je nižja kot v ekvivalentnem primeru s planarnim
sidranjem, ki smo ga obravnavali v prejšnjem poglavju. Nižja hitrost toka je posledica
drugačne ureditve direktorja, saj je ta v prvem primeru tik ob steni pravokoten nanjo, na
tok in na gradient toka, v drugem pa vzporeden s tokom. Nematik, poravnan vzporedno s
tokom, ima namreč efektivno manjšo viskoznost, kot če je pravokoten nanj in na njegov
gradient, zato tok v mikro-kanalu s planarnim sidranjem teče hitreje.
Kot med direktorjem in tokom, označen s ϕ, je največji blizu sten, v notranjosti mikro-
kanala pa direktor pobegne vzdolž toka (slika 5.2 (b)) in je podoben kot v primerih v
prejšnjem poglavju. Nematski tok v okolici središča mikro-kanala je zato podoben tistemu
v mikro-kanalih s planarnim sidranjem. Tok je najbolj spremenjen na območju blizu sten,
kjer je kot ϕ velik (glej sliko 5.3 (b)), saj ima tekočina tam efektivno večjo viskoznost.

6Zaključek
V magistrski nalogi sem preučil hidrodinamski tok nematskih tekočih kristalov v mikro-
fluidnih kanalih različnih geometrijskih presekov in dvema tipoma sidranja na površinah.
Opazil sem, da ima geometrija mikro-kanala v primeru planarnega sidranja vpliv na obliko
hitrostnega polja, ki se v okolici središča v vseh geometrijah zgladi v krog. Ugotovil
sem, da tok najhitreje teče v mikro-kanalih s presekom v obliki kroga. Nematski tok
vpliva tudi na orientacijo direktorja, ki se zaradi gradienta hitrosti na določenih mestih
v mikro-kanalu deformira. Hitrostno in direktorsko polje sem izračunal za več različnih
telesnih sil. Ugotovil sem, da je v obravnavanem režimu materialnih parametrov hitrost
linearno odvisna od sile, za kot odklona direktorja pa to velja samo dokler so koti majhni.
Pokazal sem, da je zaradi dimenzij mikro-kanala energijsko ugodneje, če se direktor v
primeru homeotropnega sidranja zvezno deformira vzdolž osi. Tok nematika v pobegli
strukturi je drugačen kot v primeru planarnega sidranja, kjer je direktor povsod približno
vzporeden s hitrostjo toka. Direktor je tik ob površinah pravokoten na tok in njegov
gradient, zato ima nematik tam večjo efektivno viskoznost. V manjšem mikro-kanalu s
homeotropnim sidranjem je energijsko ugodnejše, da sta v direktorskem polju prisotna
dva linijska defekta z ovojnim številom 1{2. V takem sistemu se pojavijo veliki gradienti v
direktorju, ki poženejo sekundarni tok, zato je simuliranje manjših mikro-kanalov težavneje
in predstavlja izziv za prihodnje raziskave.
Nematski tok sem simuliral s hibridno mrežno Boltzmannovo metodo. Metoda je sestavljena
iz dveh delov, v prvem delu z mrežno Boltzmannovo metodo simuliramo Navier-Stokesovo
dinamiko, v drugem pa relaksiramo tenzorski ureditveni parameter z metodo končnih
diferenc. Mikro-kanale sem simuliral tako, da sem na stenah vzel robni pogoj, ki zagotavlja,
da tekočina tam miruje. Delal sem na tridimenzionalni kubični mreži, zato sem moral
ravne stene mikro-kanalov aproksimirati s stopničastimi. Metodo sem testiral na primeru
trikotnega mikro-kanala, kjer sem tok gnal vzdolž mikro-kanala s telesno silo. Ugotovil sem,
da diskretizacijska napaka vpliva na sekundarni tok, ki je odvisen od grobosti diskretizacije
sten.
Nekatere rezultate v tej nalogi bo možno tudi eksperimetalno preveriti z opazovanjem
pretoka nematika v mikro-kanalih različnih geometrij in z različnimi sidranji na površinah.
Oblikovanje mikro-kanalov raznovrstnih oblik z dimenzijo nekaj µm predstavlja nov izziv
za eksperimentalno delo.
Opisana numerična metoda je primerna za modeliranje nematskega toka v mikro-kanalih
z različnimi vrstami sidranja. Potrebno bo rešiti problem velikih gradientov v direktorju,
ki sem ga imel pri simuliranju disklinacij. Koristno bi bilo implementirati nov tlačni
robni pogoj za porazdelitvene funkcije na odprtih koncih mikro-kanala, s katerim bi lahko
simulirali nematodimaniko v bolj zapletenih oblikah mikro-kanalov, na primer v dveh
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